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摘 要 

本文利用傅立葉轉換以及映射法來獲得由壓電材料所組成之全無窮域、半無窮域、雙異質以及單層平

行域受點載荷作用下之反平面問題的理論解析解。施加之點載荷包含機械載荷如集中力與螺旋差排以及電

載荷如點電荷與電壓，而所得到的理論解析解則包含壓電材料的位移場、應力場、電位移場與電場等，藉

由理論解析解可以明白不同的邊界條件對於這些物理場的影響。最後將所得到的理論解析解配合實際的壓

電材料係數將這些物理場繪製成圖形，除了可以驗證解函數的正確性之外，也可以用來了解壓電材料內物

理場的分布特性。 
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Abstract 

Analytical solutions to the antiplane problem of the piezoelectric body subject to a point loading are obtained 

by Fourier transformation and image method in the study. The geometric configuration of the piezoelectric body 

includes infinite plane, half-plane, bimaterial, and single layer. The point loading consists of the antiplane shear 

force, screw dislocation, concentrated charge, and voltage. Based on these analytical solutions, the influence of 

boundary conditions on the field of displacement, stress, electric displacement, and electricity will be discussed. 

The numerical calculation with practical piezoelectric ceramics will be presented in figures in the paper. These 

figures will be used to verify the correctness of analytical solutions obtained in the study and explain the 

distribution of physical fields for the piezoelectric ceramics. 
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壹、前言 

壓電效應為固體材料內電能與機械能轉換的一種效應，具有此效應的材料稱之為壓電材料。1880 年

居里兄弟對電氣石施加機械載荷並在電氣石表面獲得電荷，而將此效應稱為正壓電效應，隔年居里兄弟

發現此效應為可逆，即加電場於電氣石，電氣石產生機械變形，此效應即為逆壓電效應。利用壓電材料的

正壓電效應可以做成感測器，而逆壓電效應可應用於致動器，而由於材料的進步，最近也有利用壓電材料

的正壓電效應來作用發電之應用。壓電材料大致分為單晶、陶瓷、薄膜與塑膠類，其中以陶瓷類應用最為

廣泛，原因在於其壓電性能優越，價格便宜，而壓電陶瓷中又以 PZT 為代表性材料，壓電陶瓷雖然壓電

性能極佳，然而質脆，因此在外力作用下容易機械損壞，因此不論想研究壓電陶瓷的發電特性或者分析其

破壞性質，相關的基礎理論分析是必須的。 

一、文獻回顧 

在反平面力學的研究方面，最早由 Chou [1]提到半平面與角域的轉換特性以及映射法技巧的應用。接

下來 Chou [2]利用映射法疊加出一平行域兩邊界各完美接和半無窮平面，並在內部受螺旋差排作用的理

論解析解。Wu 與 Chiu [3]以及 Lin 與 Ma [4]分別探討半無窮多層異向性平行域與多層異向性平行域受反

平面載荷的問題。Ting [5]則利用映射法原理，重新解析兩 1/4 平面完美接合的正交性材料受反平面載荷

的問題。在壓電反平面力學研究方面，Pak[6]解析了壓電體受螺旋差排作用的反平面壓電力學問題，同時

討論差排上的驅動力。Liu [7]等學者則解析了雙異質壓電材料在域內受螺旋差排作用之反平面壓電力學

問題。Chue 與 Liu [8]利用級數展開方法，得到壓電材料組成的有限半徑角域受集中力與點電荷作用之反

平面問題的解函數，同時也探討應力強度因子的問題。最近 Shen 和 Hung[9]則利用複變函數與級數展開

法，探討了有限半徑角域之壓電材料受螺旋差排作用的反平面壓電力學問題。在平行域的問題研究上，

Shen[10]則由異質壓電材料接合的連續條件，整理出多層壓電平行域反平面問題的級數形式解函數。Jiang

和 Cheung [11]獲得由三種壓電材料組成之複合圓柱受反平面載荷作用的解析解。 

二、研究動機與方法 

實際的壓電材料力學問題皆為三維問題，然而在某些幾何形狀與特定載荷下，三維問題可以簡化成

二維問題，而二維問題不外乎就是平面問題與反平面問題。雖然平面問題在工程應用上比較廣泛，但是在

力學理論解析上比較複雜；相反的，反平面問題在工程應用上不若平面問題來的多，但在理論解析上相對

於平面變形問題來得簡單，所以反平面問題之研究可以作為平面問題與三維問題理論解析的基礎，因此

反平面壓電力學問題一直吸引不少學者持續研究。本文一開始將建立壓電力學反平面問題的理論模型與

控制方程式，接下來利用傅立葉積分轉換得到全無窮域、半無窮域、雙異質體以及單層板受點載荷作用下

之位移場、應力場與電場的理論解析解，並由解析解中了解邊界與連續條件對這些物理場的影響。除了了

解壓電材料相關物理場的特性外，本文也將探討壓電力學反平面問題的映射法性質，這對於解決更複雜

幾何形狀的壓電材料力學問題將有莫大的幫助。 

貳、理論解析過程與結果 

一、壓電材料反平面力學問題之控制方程式 

對於壓電材料之靜彈力問題，其材料組合律可以表示如下 

kijklkijklij Eeuc  , ,  kiklkikli EueD  ,                             (1) 

其中 ij 、 ijklc 、 ku 、 ijke 、 kE 、 iD 與 kl 分別為應力、彈性常數、位移、壓電常數、電場、電位移與容
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電常數。壓電材料為異向性材料，分別具有 21、18 與 6 個彈性、壓電與容電常數，因此理論的力學分析

也格外複雜，並且在這種情況下，其平面問題與反平面問題是無法分離與分開討論的。然而對於業界最

常使用的壓電陶瓷，這種壓電材料具有一等向性平面，分別具有 5、3 與 2 個彈性、壓電與容電常數，

在這種情況下，其反平面問題與平面問題是可以分離且可以分開討論的。若考慮此種壓電陶瓷材料，其

極化方向沿 3x 軸，因此 21 xx  平面為等向性平面，此時方程式(1)的材料組合律可以進一步表示成矩陣

形式如下： 

































































































































3,

2,

1,

15

15

33

31

31

1,22,1

1,33,1

2,33,2

3,3

2,2

1,1

66

44

44

331313

131112

131211

12

13

23

33

22

11

000

00

00

00

00

00

00000

00000

00000

000

000

000



















e

e

e

e

e

uu

uu

uu

u

u

u

c

c

c

ccc

ccc

ccc

             (2a) 




































































































3,

2,

1,

33

11

11

1,22,1

1,33,1

2,33,2

3,3

2,2

1,1

333131

15

15

3

2

1

00

00

00

000

00000

00000













uu

uu

uu

u

u

u

eee

e

e

D

D

D

         (2b) 

(2)式中的 為電勢能函數，其與電場 iE 的關係為
iiE , 。 

若所考慮的壓電材料，其幾何型態在 3x 方向為無窮長，並沿 3x 方向受一均勻反平面線載荷的作

用，如圖 1 所示。在此情況下，壓電體的平面內的彈性力學場 11 、 12 、 22 、 1u 與 2u 和平面內電學場

1D 、 2D 、 1E 與 2E 是無關的。而反平面的彈性力學場 13 、 23 與 3u 和平面內電學場 1D 、 2D 、 1E 與

2E 是耦合的。 

為了方便，我們令 wu 3 、 44c 、 ee 15 、  11 、 113 T 以及 223 T ，因此(2)式之反

平面力學場與平面電學場的關係可以進一步表示成 
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圖1 壓電體反平面問題示意圖 
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對於反平面力學與平面電學所需滿足的平衡方程式可以表示成 
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將(3)式帶入(4)式中並整理可得 

022   ew ,  022  we                              (5) 

其中
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 為拉普拉斯運算子。 

解(5)式中的聯立偏微分方程式可得 

02  w ,   02                                   (7) 

(7)式即為壓電力學反平面問題的控制方程式，解出此方程式並配合適當的邊界條件，就可以得到壓電材

料內位移場、應力場與電場的理論解析解，配合數值計算就可以得到這些物理場的分布情況。 

二、具不同幾何形狀壓電體之理論解析 

接下來將利用(7)式的控制方程式，配合傅立葉轉換與映射法技巧以及適當的邊界條件來獲得全無窮

域、半無窮窮域、雙異質體以及單層板等幾何形狀受點載荷作用下的解函數。 

為了得到壓電力學反平面問題的理論解析解，我們引進傅立葉轉換對如下： 
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首先將(8)式之積分轉換施於控制方程式(7)式，使其變成常微分方程式，因此在轉換域下，(7)式的解函

數可以輕易求得並表示成 

yy ececw   21

~ ,  
yy ecec   43

~
                         (9) 

然後再將(8)式之積分轉換施加於(3)式，並將(9)式之解函數帶入(3)式，使得位移、電勢能、應力與電位

移在轉換域下的解函數可以表示成 
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而
jc 為邊界條件所決定的常數，以下就針對不同的幾何型態以及邊界條件來獲得待定常數

jc ，再利用傅

立葉反轉換獲得該問題的理論解析解。 

(一)全無窮域受點載荷之解函數 

考慮一全無窮域的壓電材料，在域內 ) ,0() ,( 21 hxx  處受反平面線力 f、線電荷 q、螺旋差排 b 以及

電壓 v 的作用，如圖 2 所示。若在載荷施加處且沿 hx 2 之虛線將此壓電體分成上(–)、下(+)兩部分，則

在此虛線位置的跳躍條件在轉換域下可以寫成 
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利用轉換域下的解函數(10)式，配合(11)式的跳耀條件與無窮遠處物理場收斂的邊界條件，並配合傅立葉

反轉換就可以得到壓電力學反平面問題的位移場與電勢能場為 
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其中 2es   ， eqfF   ， qefQ  。而應力場與電位移場可由(3)式之關係求得如下 
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由(12)與(13)式可以得到幾個解函數的特性：(i) 點電荷 q 與集中力 f 對壓電材料反平面位移場 w 以及電勢

能場 的解函數是相同的。(ii) 點電荷 q 對反平面剪應力場 1T 與 2T 不會有作用，相對的集中力 f 也不會影

響平面電位移場 1D 與 2D 。(iii) 螺旋差排 b 對電勢能場 不會有影響，平面電壓 v 對反平面位移場 w 沒

有作用。(iv) s 可以視為壓電反平面問題的等效材料常數，F 可以視為廣義的反平面機械載荷，而 Q 則可

視為廣義的電荷載荷。 

 

圖 2 全無窮域壓電材料受點載荷作用示意圖 
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(二)半無窮域受點載荷之解函數 

考慮一由壓電材料所組成的半全無窮域，在域內 ) ,0() ,( 21 hxx  處受反平面線力 f、線電荷 q、螺旋差

排 b 以及電壓 v 的作用，如圖 3(a)所示。對於這樣的問題，其位移場與電勢能場的解函數可以利用全無窮

域的解函數(12)式配合映射法的技巧來建立，而無須重新解題，映射點的位置與映射量大小的映射性質如

圖 3(b)所示。因此半無窮域受點載荷問題的位移場與電勢能場的解函數可以寫成 
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其中 qefF   、 qfeQ   、b與 v為滿足邊界條件而在映射點上所需施加的映射量，其值由邊界

條件決定。由於邊界條件包含二種，一為力學條件即自由邊界與固定邊界，二為電學條件即絕緣或導電邊

界，因此有四種邊界條件的組合，以下針對每種邊界條件來探討映射量的值，同時也可以獲得解函數。 

(i) 自由且絕緣 

即在邊界 02 x 處， 0)0 ,()0 ,( 1212  xDxT ，為了滿足邊界條件，所需的映射量大小為 

FF  , QQ  , bb  , vv  .                              (15) 

(ii) 固定且導電 

即在邊界 02 x 處， 0)0 ,()0 ,( 11  xxw  ，在此情況，映射量大小為 

FF  , QQ  , bb  , vv                                (16) 

(iii) 自由且導電 

即在邊界 02 x 處， 0)0 ,()0 ,( 112  xxT  ，在此情況，映射量大小為 

Q
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        (a)半無窮域壓電材料受點載荷作用示意圖 (b) 半無窮域映射法之映射性質示意圖 

圖 3 半無窮域壓電材料之反平面問題 
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表 1 不同邊界條件下映射點上映射量大小 
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(iv) 固定且絕緣 

即在邊界 02 x 處， 0)0 ,()0 ,( 121  xDxw ，在此情況，映射量大小為 
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e
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若利用 qefF   與 qfeQ   的關係式，將映射量 F 和Q進一步拆解成 f 和 q，則可得到映射點

上的映射量與邊界條件的完整關係，並整理於表 1。由表 1 可以得到兩點結論：第一，在自由且絕緣或者

固定且導電的邊界條件下，若施載點只有集中力 f 或點電荷 q，則映射點所需的映射量也只有相同大小的

集中力 f 或點電荷 q；相似的，若施載點只有螺旋差排 b 或電壓 v，則映射點上的映射量也只有相同大小

但反向的螺旋差排 b 或電壓 v。第二，在自由且導電的邊界條件下，若施載點只有集中力 f 或者電壓 v 時，

則在映射點的映射量卻分別存在有點電荷 q'以及螺旋差排 b'；再固定且絕緣的邊界條件下，若施載點只

有點電荷 q 或者螺旋差排 b 時，則在映射點的映射量卻分別存在有集中力 f'以及電壓 v'。 

(三)雙異質壓電材料受點載荷之解函數 

考慮一全無窮域，壓電材料 1 與壓電材料 2 分別佔據下半部與上半部區域，在 02 x 的接合面上為

完美接合，並令在材料 1 之域內 ) ,0() ,( 21 hxx  處受反平面線力 f、線電荷 q、螺旋差排 b 以及電壓 v 的作

用，如圖 4 所示。對於這個壓電問題的解函數，在壓電材料 1 可以利用映射法建構出其解函數如下： 

   
x

hyb
hyx

s

F

x

hyb
hyx

s

F
w








  1122

1

1122

1

1
1 tan

2
)(ln

4
tan

2
)(ln

4 
   (19a) 

   
x

hyv
hyx

s

Q

x

hyv
hyx

s

Q 






  1122

1

1122

1

1
1 tan

2
)(ln

4
tan

2
)(ln

4 
       (19b) 

其映射法的幾何性質如圖 5(a)，其中 2

1111 es   , qefF 111   , qfeQ 111  ，而 1F  , 1b , 1Q  與 1v

為滿足接觸面連續條件而在映射點上所需施加的映射量。 

對於材料 2，其解函數也可以利用映射法建構出並表示如下： 
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2 tan
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   (20) 

其映射法的幾何性質如圖 5(b)，其中 2

2222 es   ，而 2F  , 2b , 2Q  與 2v 為滿足接觸面連續條件而在映

射點上所需施加的映射量。 

最後由接觸面的連續條件可以解出壓電材料 1 在映射點上所需的映射量大小為 
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其中 2

  esa  , 21   , 21 eee  , 21   。 

而壓電材料 2 在映射點上所需的映射量大小為 
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由最後的結果可以發現，對於雙異質壓電材料，不論是材料 1 或者材料 2，其映射點上的映射量，集中

力 f 和電荷 q 是耦合在一起的，另一方面，螺旋差排 b 與電壓 v 也是耦合不可分離的。 

 

圖 4 雙異質壓電材料受點載荷作用示意圖 

   

        (a)雙異質問題壓電材料 1 的映射性質示意圖 (b)雙異質問題壓電材料 2 的映射性質示意圖 

圖 5 雙異質壓電材料的映射性質 
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圖 6 無窮平行域內受點載荷示意圖 

(四)單層無窮長平行域壓電材料受點載荷之解函數 

如圖 6 所示，考慮一壓電材料組成的平面在 1x 方向具有無窮長度，然而在 2x 方向具有一厚度為 H 的

平行域，在內部 ) ,0() ,( 21 hxx  處受一組載荷，即反平面集中力 f、螺旋差排 b、點電荷 q 以及電壓 v 的作

用，B1 與 B2 分別代表 02 x 與 Hx 2 的邊界。對於這個問題，可以藉由傅立葉轉換以及複變積分中留

數定理配合載荷的跳耀條件以及對應的邊界條件來求得，為了避免冗長的表示式，在此省略繁複的解題

過程，僅列出該問題的位移場以及電勢能場，以下依照邊界條件不同分成四部份討論。 

(i) 邊界 B1 與 B2 皆為自由且絕緣之邊界 

即 0)0 ,()0 ,( 1212  xDxT 與 0) ,() ,( 1212  HxDHxT ，對於這種邊界條件，其位移場與電勢能場的解函數
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其中 
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而對應的應力場與電位移場可由(3)式來求得。 

(ii) 邊界 B1 與 B2 皆為固定且導電之邊界 

即 0)0 ,()0 ,( 11  xxw  與 0) ,() ,( 11  HxHxw  ，對於這種邊界條件，位移場與電勢能場的解函數為 
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(iii) 上邊界 B1 為固定且導電，B2 為自由且絕緣的邊界 

即 0)0 ,()0 ,( 11  xxw  與 0) ,() ,( 1212  HxDHxT ，其位移場與電勢能場的解函數為 
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其中 
























 Y

H
X

H
YX


coscoshln) ,( ， 
























  Y

H
X

H
YX

2
tan

2
tanhtan) ,( 1 
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(iv) 對於壓電材料單層域，相反的，若上邊界 B1 為自由且絕緣，B2 為固定且導電的邊界 

即 0)0 ,()0 ,( 1212  xDxT 與 0) ,() ,( 11  HxHxw  ，位移場與電勢能場的解函數為 
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經由上面四種邊界條件的位移場與電勢能場的解函數可以得到幾個結論：第一，構成位移場與電勢能場

的解函數皆為簡單的三角函數。第二，反平面集中力 f 以及點電賀 q 所造成的電位移場與電勢能場，解

函數是相同的；另一方面，螺旋差排 b 所造成位移場的解函數以及電壓 v 造成電勢能場的解函數是相同

的。第三，在邊界 B1 與 B2 的邊界條件相同情況下，即情況(i)與(ii)，位移場與電勢能場的解函數只有

) ,( YX 和 ) ,( YX 兩個；然而在邊界 B1 與 B2 邊界條件不相同的情況下，即情況(iii)與(iv)，位移場

與電勢能場的解函數則有 ) ,( YX 、 ) ,( YX 、 ) ,( YX 與 ) ,( YX 四個。 

(五)單層半無窮長平行域壓電材料受點載荷之解函數 

如圖 7 所示，考慮一個由壓電材料組成的平面在 1x 方向具有半無窮長度，然而在 2x 方向具有一厚度

為 H 的平行域，在內部 ) ,0() ,( 21 hxx  處受一組載荷，即反平面集中力 f、螺旋差排 b、點電荷 q 以及電

壓 v 的作用，B1、B2 與 B3 分別代表 02 x 、 Hx 2 與 01 x 的邊界。 

對於這個問題的位移場與電勢能場的解函數，也可以利用映射法來獲得而無須從新解題，其映射性

質如圖(8)所示。若邊界 B1 與 B2 的邊界條件為自由且絕緣，則本問題之位移場與電勢能場的解函數可以

以全無窮域單層平行域之解函數(23)式為基本函數，再仿照半無窮域問題利用映射法來建構其解函數的方

式如(14)式來完成。所以本問題的位移場與電勢能場的解函數可表示成 
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圖 7 半無窮平行域內受點載荷示意圖 

 

圖 8 半無窮平行域映射法示意圖 
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其中 qefF   、 qfeQ   以及 dxx 

11
。 

在映射點上所需疊加映射量 f 、 q、 b與 v的值，則由邊界條件 B3 來決定。令人感興趣的是，依

照邊界 B3 的四種邊界條件，即自由且絕緣、固定且導電、自由且導電以及固定且絕緣，在映射點所需疊

加映射量 f 、 q、 b與 v的值與表 1 是相同的。即邊界 B3 的邊界條件若為自由且絕緣，則(27)式中的

eqfF   、 qefQ  、 bb  以及 vv  。 

另一方面，若圖 7 中的半無窮單層平行域在邊界 B1 的條件為固定且導電，在邊界 B2 的條件為自由

且絕緣，則這個問題的位移場與電勢能場的解函數，只需將(27)式中的基本函數變為(25)式即可，也就是 
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在映射點上所需疊加映射量 f 、 q、 b與 v的值，同樣由邊界條件 B3 來決定。 

叁、數值計算與分析 

在本節利用前文得到的理論解析解配合實際的壓電材料係數，畫出壓電材料受點載荷作用下各種物

理場在 21 xx  平面內的分布曲線，除了可以了解各種物理場的分布特性外，也可以驗證本文所得到理論

解析解的正確性。 

圖 9 與 10 分別為半無窮域壓電材料內 ) ,0() ,( 21 hxx  處受集中力 f 以及電壓 v 作用下的應力場 2T 分

布圖，邊界為自由且絕緣之邊界條件，由兩圖可知應力 2T 在 02 x 之邊界皆等於 0，滿足所設定的邊界條

件。另外由圖 9 可以發現，應力 2T 分布為正 8 字分布，其值只和 f 成正比相關，和材料係數無關。由圖

10 可發現，應力 2T 分布為橫 8 字分布，其值和壓電常數 e 以及電壓 v 成正比相關。 

圖 11 與 12 分別為雙異質壓電材料內 ) ,0() ,( 21 hxx  處受集中力 f 作用下的應力場 2T 與電場 1E 分布

圖，由兩圖可知應力 2T 與電場 1E 在 02 x 之接合面皆有連續，滿足所設定的連續條件。此外由場分布圖

可知，受 f 作用下的應力場 2T 分布為正 8 字，電場 1E 分布則為橫 8 字。本算例中，壓電材料 1 為 PZT4，

其材料常數分別為 GPa 6.251  、 2

1 C/m 7.12e 以及 nF/m 46.61  ；壓電材料 2 為 PZT7A，其材料常數

分別為 GPa 4.252  、 2

2 C/m 2.9e 以及 nF/m 07.42  。 

 

圖 9 半無窮域內受集中力 f 作用下的應力場分布   圖 10 半無窮域內受電壓 v 作用下的應力場分布 
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圖 11 雙異質壓電材料內受集中力 f 作用下的應力場分布  圖 12 雙異質壓電材料內受集中力 f 作用下的電場分布 

 

圖 13 與 14 分別為單層無窮長平行域內 )0.4 ,0() ,( 21 Hxx  處受集中力 f 作用下的應力場 2T 與電場 1E 分布

圖，邊界 02 x 與 Hx 2 皆為自由且絕緣之邊界條件。由圖 13 中可發現， 2T 的分布滿足 02 x 與 Hx 2

為零曳引力的邊界條件，且其值和 f 成正比但和 H 成反比。由圖 14 中可知，電場 1E 的值在 02 x 與 Hx 2

的邊界上並不為零，而其值和 f 成正比但和 e 與 H 成反比。 

  

 

圖 13 無窮單層平行域內受集中力 f 作用下的應力場分布   圖 14 無窮單層平行域內受集中力 f 作用作用下的電場分布 
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圖 15 與 16 分別為單層半無窮長平行域內 )0.4 ,5.0() ,( 21 HHxx  處受集中力 f 作用下的應力場 1T 與電場

1E 分布圖，邊界 02 x 、 Hx 2 與 01 x 皆為自由且絕緣之邊界條件。由兩張圖可以發現，應力場 1T 與

電場 1E 在邊界 02 x 與 Hx 2 上其值並不會等於零，然而在邊界 01 x 上，兩者之值皆為零，滿足所設

定的邊界條件。由圖 15 可知，應力場 1T 的值和 f 成正比但和 H 成反比；由圖 16 可發現，電場 1E 的值和

f 成正比但和 e 與 H 成反比 

 

 

圖 15 半無窮單層平行域內受及中力 f 作用下的應力場分布  圖 16 半無窮單層平行域內受及中力 f 作用下的電場分布 

肆、結論 

在本文中，我們首先利用傅立葉轉換的技巧獲得全無窮域以及單層無窮長平行域壓電材料內受點載

荷作用的理論解析解，接著利用映設法建構出半無窮域、雙異質與單層半無窮長平行域壓電材料內受點

載荷作用的解函數，並將解函數配合實際壓電材料係數繪製其應力場與電場的全場分布圖。而在分析全

無窮域壓電材料的格林函數時，可以發現集中力 f 與點電荷 q 對壓電材料的位移場 w 與電勢能場 的

分布是相同，因此可將這兩類載荷合併，其中可將 eqfF   視為廣義的力學集中力，而將 qefQ 

視為廣義的電學點電荷，這對於往後要面對更複雜的壓電力學問題之理論解析是有簡化效果的。此外我

們也發現螺旋差排 b 對於位移場 w 的分布與電壓 v 對於電勢能場 的分布是相同。 

而本文利用應設法來建構半無窮域壓電材料反平面問題的解函數時，發現幾個映射性質。首先其映

射點的位置與載荷施加點的位置對稱於邊界，也就是施加點與映射點的連線垂直邊界且和邊界等距。而

在映射點上的映射量方面，當邊界條件為自由且絕緣或固定且導電時，若施加點施加 f、q、b、與 v 時，

則映射點上的映射量也只是單純的 f、q、b、與 v。但是若邊界條件變成自由且導電或者固定且絕緣時，

則映射點上的映射量 f 與 q 以及 b 與 v 則分別有耦合的現象。這種耦合現象在雙異質壓電材料的解函數

中更是明顯，對於雙異質材料，無論是材料 1 或者材料 2 映射點上的映射量，f 與 q 以及 b 與 v 是分別耦

合在一起，不可分離的。 

最後我們說明了，若了解壓電材料反平面問題的映射法性質，則可用來建構出其他負責問題的解函

數，而無須重新解題。因此我們選了具無窮長平行域問題為例子，說明只要了解邊界條件與映射性質的關

係，就可以簡單得到半無窮長平行域問題的解函數。對於雙異質平行域的問題，也可以簡單的利用此法來
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建構出理論解析解。此外，若要使用映射法來建構出壓電材料常見的壓電多層域結構的反平面力學問題，

理論上只要找出任意層與映射量經多次映射後的映射量變化關係後，也可以藉由此法建構出理論解析解。

然而對於平面問題，其映射點上映射量，每經過一次的邊界映射後，映射量不再是單純的 f、q、b、與 v，

因此難以用此方式來建構出理論解析解。 
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